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 Уравнения импульсов и кинетического момента 
 Рассматривается движение деформируемого 
твердого тела V , ограниченного поверхностью Σ  
(рис.1). Будем полагать, как это принято в линейной 
теории упругости, что перемещения точек тела ( , )u t r   
и деформации малы. В этом случае лагранжевы и эй-
леровы координаты точек тела совпадают, объем и 
форма тела при нагружении не меняются, скорости и 
перемещения точек связаны соотношением 
v( , ) ( , ) /t r u t r t= ∂ ∂    . 
 Уравнения изменения импульсов и кинетиче-
ского момента выражают собой второй и третий за-
коны механики сплошной среды, и в интегральной форме имеют вид [1-3] 
 v
V V




= Σ +∫ ∫ ∫
 
  (1) 
 ( ) ( ) ( )v +
V V
d




× = × + Σ + × +∫ ∫ ∫
       
  (2) 
где 
p  - плотность поверхностных сил, 
X

 - внешние объемные силы, 
m

 - моменты пар сил, распределенных по поверхности Σ , 
Y

 - моменты пар сил, распределенных по объему, 
s

 - внутренний кинетический момент, обусловленный вращением частиц среды 
относительно своего центра масс. Его можно связать с вектором мгновенной 
угловой скорости ω

 вращающейся частицы посредством соотношения s Jω=  , 





. Подынтегральное выражение в левой части соот-
ношения (2) определяет связь кинетического момента системы и относительно-
го кинетического момент [4].А относительный кинетический момент cL

 твер-
дого тела представляется в виде произведения тензора инерции ˆJ  на вектор 
мгновенной угловой скорости ω

: ˆcL J ω= ⋅
 
. В случае тела со сферической сим-
метрией тензор инерции становится шаровым и последнее соотношение при-
нимает вид cL Jω=
 
. 
 Как известно, поверхностные силы p  могут быть заменены эквивалент-
ными объемными силами F

, определяемыми через тензор напряжений σˆ : 
ˆF divσ=









  (3) 
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Аналогично, можно получитьзаписать главный момент поверхностных пар сил 
m











  (4) 
где µˆ  - тензор второго ранга [5]. 
 Следует заметить, что формулы (3),(4) являются следствием известных 
соотношений (теорема Коши), выполняющихся для элементарных площадок, 




ˆ ˆ,p n m nσ µ= ⋅ = ⋅     (5) 











 Далее, первое слагаемое в правой части уравнения (2) преобразуется к 
виду 
 




ˆˆ ˆ ˆ: T
V
r p m d r n n d
r div div dV
σ µ
σ ε σ µ
Σ Σ
× + Σ = × ⋅ + ⋅ Σ =
= × + +
∫ ∫
∫




где  векторное слагаемое ˆˆ ˆ: Tε σ , представляющее собой двойное внутренне 
произведение тензора третьего ранга ˆεˆ  - тензора Леви-Чивита и транспониро-
ванного тензора напряжений ˆ Tσ , которое в декартовой системе координат име-
ет компоненты ( )ˆˆ ˆ: T ijk jk
i
ε σ ε σ=  ( по повторяющимся индексам суммирование 
от 1 до 3! ). А для преобразования левой части соотношения (2) воспользуемся 
теоремой переноса [2] 
 ( ) ( ) vv + v + +
V V V
d d d ds
r s dV r s dV r dV
dt dt dt dt




      
 
Воспользуемся уравнением движения (6), получим 
 ( ) ˆv + +
V V
d ds
r s dV r div r X dV
dt dt




    
 (8) 
Тогда после очевидных преобразований уравнение (2) можно представить в ин-
тегральной форме 
 ( )ˆˆˆ ˆ: T
V V
ds dV div Y dV
dt
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Элементарная работа квазистатического 
деформирования тела  
 Для построения термодинамики твердого деформируемого тела требуется 
определить элементарную работу квазистатического деформирования. Пусть 
тело V , ограниченное поверхностью Σ , находится в равновесии под действием 
внешних объемных сил X

, поверхностных сил p , моментов пар сил m , рас-
пределенных по объему, и моментов пар сил q , распределенных по поверхно-
сти Σ . В этом случае уравнений (6), (9) переходят в уравнения равновесия 
 
ˆ
ˆˆ ˆ ˆ0 , 0 : Tdiv X div Yσ µ ε σ= + = + +
 
 (10) 
Сообщим точкам тела виртуальные перемещения uδ   и повороты δϕ . Опреде-
лим работу указанных выше сил на этих деформациях тела 
 ( ) ( )e
V
A X u Y dV p u m dδ δ δϕ δ δϕ
Σ
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ Σ∫ ∫
      
  (11) 












A div u div dV
p u m d u dV
δ σ δ µ ε σ δϕ
δ δϕ σ δ µ δϕ δϕ ε σ
Σ
 = − ⋅ + + ⋅ +
 





     

 (12) 
Выражение, стоящее под знаком интеграла в правой части (12), будем рассмат-
ривать как работу внешних сил на виртуальных перемещениях, приходящуюся 
на единицу объема тела 
 
ˆ
ˆˆ ˆ ˆ: : :e T T Ta uδ σ δ µ δϕ δϕ ε σ= ∇ + ∇ − ⋅   (13) 
Данное выражение играет основную роль при построении термодинамики де-
формируемого тела. Рассмотрим каждое из слагаемых, входящих в правую 
часть (13), производя все выкладки в декартовой системе координат. 
 Тензор второго ранга σˆ  можно представить  в виде суммы трех тензоров 
второго ранга: шарового ˆσδ , девиатора ˆ soσ симметричной части исходного тен-






so aσ σδ σ σ= + +  (14) 
где mmσ σ=  - след тензора σˆ , ˆδ  - единичный тензор. 
 Аналогичные представления можно указать и для всех остальных тензо-


















µ µδ µ µ
δ δ δϑ δ δε δε
δϕ δ ϕ δκ δ δκ δ
= + +
∇ = ∇ = + +
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( )1 1 1ˆ ,
3 2 2
T jso so i
ij i j ij ij i j ij i j
i j
u u
e e e e u u e e
x x
ε ε ε ϑδ ε
  ∂ ∂   = = − = ∇ + ∇ = +       ∂ ∂     




u div uϑ = ∇ =   - дилатация,  
( )1 1ˆ
2 2
T ja a i
ij i j i j
i j
u u
e e u u e e
x x
ε ε
 ∂ ∂ = = ∇ − ∇ = −    ∂ ∂ 
     
 (17) 
divκ ϕ=   (18) 
( )1 1 1 1ˆˆ 2 3 2 3jso so T iij i j ij i ji je e e ex x
ϕ ϕ
κ κ ϕ ϕ κδ κδ
  ∂ ∂
 = = ∇ + ∇ − == + −     ∂ ∂   





ij i j i j
i j




 ∂ ∂ Κ = = ∇ − ∇ = −    ∂ ∂ 









ij i j ijk k i j
i j
u u
e e e e
x x
γ γ ε ε ϕ ε ϕ
  ∂ ∂
= = − ⋅ = − −   ∂ ∂   
   
 (21) 
Тогда, учитывая то, что двойное внутреннее произведение между парами тен-
зоров (шаровой, девиатор, антисимметричный) равняется нулю, запишем соот-
ношение (13) в виде 
 
ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ: : : :
3 3
e so so aT so so aTa
σ µδ δϑ δκ σ δε σ δγ µ δκ µ δ= + + + + + Κ  (22) 
Основное термодинамическое равенство 
 Для равновесных процессов в  макросистемах имеет место основное тер-
модинамическое равенство, являющееся следствием первого и второго законов 
термодинамики [6]. Если выполняется закон сохранения массы, то в терминах 
удельных массовых величин это равенство можно записать в виде 
 
1 edu Tds aδ
ρ
= +  
Здесь ,u s  - удельные величины внутренней энергии, энтропии. В рассматри-
ваемом случае элементарная работа eaδ  определяется соотношением (22), в ко-
тором виртуальные изменения параметров заменены действительными. Основ-
ное термодинамическое равенство принимает вид 
 
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ
ˆ ˆ ˆ: : : :
3 3
so aT so aT
so sodu Tds d d d d d dσ µ σ σ µ µϑ κ ε γ κ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
= + + + + + + Κ  (23) 
в инвариантной форме, или 
 : : : :
3 3
so a so a
so soik ik ik ik
ik ik ikdu Tds d d d d d d
σ σ µ µσ µϑ κ ε γ κ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
= + + + + + + Κ  (24) 
в координатной форме (декартова система координат!). 
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 Внутренняя энергия u  как термодинамический потенциал является функ-
цией обобщенных термодинамических переменных { }3
, 1
ˆ, , , ,
so so
ik i k





ˆ ,ik i kγ γ ==  { } { }3 3, 1 , 1ˆˆ ,so so aik iki k i kκ κ κ= == Κ = . Свободная энергия f  как термодина-
мический потенциал зависит от переменных { } { }3 3
, 1, 1
ˆ ˆ, , , ,
so so
ik ik i ki k
T ϑ κ ε ε γ γ
==
= = , 




ik ik i ki k
κ κ κ
==
= = Κ  и удовлетворяет равенству 
 
3 3
: : : :
so a so a
so soik ik ik ik
ik ik ik ik
df sdT d d
d d d d
σ µϑ κ
ρ ρ
σ σ µ µ
ε γ κ
ρ ρ ρ ρ
= − + + +
+ + + + Κ
 (25) 
Так как, правая часть этого соотношения представляет собой полный диффе-
ренциал потенциала f , то отсюда вытекает ряд равенств: 
10. термические уравнения состояния 
 
ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , ,
ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , ,
ˆ
ˆ ˆ, , , , ,
3 , 3 ,
, ,
,













κ ε γ κ ϑ ε γ κ
κ ϑ γ κ κ ϑ ε κ
κ ϑ ε γ
σ ρ µ ρ
ϑ κ
σ ρ σ ρ
ε γ





∂ ∂   
= =   ∂ ∂   
   ∂ ∂
= =   ∂ ∂   
   ∂ ∂
= =   ∂ ∂Κ    ˆˆ ˆ, , , , ,soκ ϑ ε γ Κ
 (26) 
и калорическое уравнение 
 
ˆ




T κ ϑ ε γ κ Κ
∂ 
= −  ∂ 
 (27) 
 Соотношение (25) позволяет установить необходимые и достаточные ус-
ловия устойчивости термодинамического равновесия [6,7]. Введем термодина-
мический потенциал Гиббса 
 
3 3
so so a a
so soik ik ik ik
ik ik ik ikg u Ts
σ µ σ µσ µϑ κ ε ε γ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
= − − − − − − − Κ  (28) 
Тогда основное термодинамическое неравенство, соответствующее соотноше-










dg s dT d d d
d d d
σσ µϑ κ ε
ρ ρ ρ
σ µ µγ κ
ρ ρ ρ
    
≤ − + + + +    
     
     
+ + + Κ     
     
 (29) 
 Рассмотрим упругое тело, находящееся в однородном напряженно де-
формированном состоянии, помещенное в термостат и имеющее постоянные 
внешние нагрузки (переменные, стоящие под знаком дифференциала в (29) 
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принимают постоянные значения, равные , ( / ) , ( / ) ,e e eT σ ρ µ ρ  ( / ) ,so eikσ ρ  
( / ) ,so eikµ ρ  ( / ) ,a eikσ ρ  ( / ) , ( / )e a eik ikγ ρ µ ρ ). 
Отсюда следует, что 0dg <  и в состоянии термодинамического равновесия по-
тенциал g  принимает наименьшее значение. Необхоимое и достаточное усло-
вия минимума g  относительно виртуальных изменений «внутренних» пере-
менных , , , , , ,so soik ik ik iks ϑ κ ε γ κ Κ  приводит к равенству нулю первой вариации gδ  и 
положительной определенности второй вариации 2gδ . Тогда, с учетом (24), 
получаем 
 
, , , , , , , , , , , , , , ,
, , , , , , , , , ,
so so so so so so
ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik
so so











ϑ κ ε κ γ κ ε κ γ ϑ ε κ γ









∂ ∂ ∂     
= + + +     ∂ ∂ ∂     
   ∂ ∂ ∂
+ + +   ∂ ∂ ∂    , , , , ,,so soik ik ik
ik








, , , , , ,
so so








+ Κ = ∂Κ 
  
 
, , , , , , , , , ,
, , , , ,





so so so so
ik ik ik ik ik ik ik ik











ϑ κ ε κ γ κ ε κ γ







    ∂ ∂   
= − + − +       ∂ ∂           
    ∂ ∂ 
+ − + + −      ∂ ∂       
, , , , , , , , , ,
so so so















µ ρ γ ρΚ Κ
  
+  
   
         ∂ ∂
+ − + − +         ∂ ∂            
 
 









ϑ κ ε κ γ
µ δ
ρ
    ∂




3 3 3 3
0




so so a a a a
soik ik ik ik ik ik
ik ik ik
T T s σ σσ σ µ µδ δϑ δκ δε
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
µ µ σ σ µ µδκ δγ δ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
         
 = − + − + − + − +          
              
          
+ − + − + − Κ =          






so so a a
so soik ik ik ik




σ µ σ µσ µδ δ δ δϑ δ δκ δε δκ δγ δ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ
=
   
= + + + + + + Κ >   
   
 (31) 
Основное термодинамическое равенство 
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Из уравнения (30) следует, что внутренние параметры системы 
, / , / , / , / , / , /so so a aik ik ik ikT σ ρ µ ρ σ ρ µ ρ σ ρ µ ρ  равны внешним. Доста-
точнное условие (31) приводит к ряду полезных неравенств между параметрами 
системы, в частности, для теплоемкости 
,
cε µ  при постоянных переменных 
, , , , ,
so so
ik ik ik ikϑ κ ε κ γ Κ  
 
,
, , , , ,
0
so so
ik ik ik ik
s
c Tε µ
ϑ κ ε κ γθ Κ
∂ 
= > ∂ 
 (32) 
 Пусть при ненапряженном состоянии  
 0, 0so a so aik ik ik ikσ µ σ σ µ µ= = = = = =  (33) 
тела отсутствуют  деформации, температура имеет постоянное значение и эн-
тропия равна нулю 
 0
ˆ
ˆ ˆ ˆ, 0, 0so soT T sϑ κ ε γ κ= = = = = = Κ = =  (34) 
Раскладывая в ряд Тейлора свободную энергию в окрестности указанного рав-
новесия, вводя обозначение 0T Tθ = −  и отбрасывая члены выше второго по-
рядка вместе с постоянным нулевым членом разложения, получим 
 
( , , , , , , )so oik ik ik ik
r r r
r r r r
so so
ik ik ik ikso so
ik ik ik ik
f
f f f
f f f f






∂ ∂ ∂     
= + + +     ∂ ∂ ∂     
       ∂ ∂ ∂ ∂
















θ θϑ θ κ
θ θ ϑ θ κ
θ ε θ γ
θ ε θ γ
     ∂ ∂ ∂
+ + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
   ∂ ∂


















f f f f
θ κ θ
θ κ θ
ϑ ϑκ ϑ ε ϑ γ
ϑ ϑ κ ϑ ε ϑ γ
   ∂ ∂
+ + Κ +   ∂ ∂ ∂ ∂Κ   
      ∂ ∂ ∂ ∂















ik ik ikso so
ik ik ik
f f
f f f f
ϑκ ϑ
ϑ κ ϑ
κ κε κ γ κκ
κ κ ε κ γ κ κ
   ∂ ∂
+ + Κ +   ∂ ∂ ∂ ∂Κ   
      ∂ ∂ ∂ ∂










+ Κ + ∂ ∂Κ 
 







ik mn ik mnso so so
ik mn ik mn
f f
ε ε ε γ
ε ε ε γ
   ∂ ∂





ik mn ik mnso so so




   ∂ ∂















ik mn ik mn ik mnso
ik mn ik mn ik mn
r r
so so so
ik mn ik mnso so so







γ γ γ κ γ




     ∂ ∂ ∂
+ + + Κ +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Κ     
   ∂ ∂
+ + Κ +   ∂ ∂ ∂ ∂Κ   
 ∂
+ Κ Κ ∂ ∂Κ 
 
Здесь верхний индекс «r» вверху круглых скобок означает, что соответствую-
щая функция берется для термодинамического равновесия (34). В силу соотно-
шений (26), (27), (33), (34) слагаемые, содержащие первые производные функ-
ции f , обращаются в нуль.  


















θ θ ϑ θ κ
θ ε θ γ θ κ
     ∂ ∂ ∂
= − = − = −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
     ∂ ∂ ∂





















θ ϑ ϑ κ
ϑ ε ϑ γ ϑ κ
Κ      ∂ ∂ ∂
= − = =     ∂ ∂Κ ∂ ∂ ∂    
     ∂ ∂ ∂






















ϑ κ κ ε
κ γ κ κ κ
Κ
Κ
    ∂ ∂ ∂
= = =    ∂ ∂Κ ∂ ∂ ∂    
     ∂ ∂ ∂
= = =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Κ     
 (36) 








so so so so so
so so
r r r
ikmn ikmn ikmnso so so so so
ik mn ik mn ik mn
r r r
ikmn ikmn ikmnso so








ε ε ε γ ε κ
ε γγ γκ
γ
ε ε ε γ ε κ
ε γ γ γ κ
Κ
Κ
     ∂ ∂ ∂
= = =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
     ∂ ∂ ∂









ikmn ikmnso so so









γ κ κ κ
Κ
ΚΚ
     ∂ ∂
= =     ∂Κ ∂ ∂ ∂ ∂Κ     
 ∂
=  ∂Κ ∂Κ 
 
Тогда выражение для свободной энергии принимает вид 
 
2





ik ik ik ik
so so
ik ik ik ik ik ik
f
c c c c c cθθ θϑ θκ θε θγ θκ
θ ϑ κ ε γ κ
θ θϑ θ κ θ ε θ γ θ κ
Κ =






ik ik ik ik ik ikc c c c c





ik ik ik ik ik ik ik ikc c c c a








so so so so
so so so so
so so so
so so so so
ik ik ik ik ikmn ik mn ikmn ik mn
so so so so
ikmn ik mn ikmn ik mn ikmn ik mn ikmn ik mn
so so so
ikmn ik mn ikmn ik mn ikmn ik mn i
c c c c
c c c c
c c c c
κκ κ ε ε ε γ
ε κ ε γγ γκ
γ κ κ κ
κ κ κ ε ε ε γ
ε κ ε γ γ γ κ




+ + Κ + + +
+ + Κ + +
+ Κ + + Κ + kmn ik mn
ΚΚ Κ Κ
 
Термические уравнения состояния (26) тогда, согласно выражению (37), преоб-
разуются к следующему виду 
( )3 so soso soik ik ik ik ik ik ik ikc c c c c c cϑϑ ϑκ ϑε ϑγ ϑκ ϑ θϑσ ρ ϑ κ ε γ κ θΚ= + + + + + Κ −  (38) 
( )3 so soso soik ik ik ik ik ik ik ikc c c c c c cκκ κε κγ κκ κ ϑκ θκµ ρ κ ε γ κ ϑ θΚ= + + + + Κ + −  (39) 
( )so so so so so so so so soso so soik ikmn mn ikmn mn ikmn mn ikmn mn ik ik ikc c c c c c cε ε ε γ ε κ ε θε ϑε κεσ ρ ε γ κ θ ϑ κΚ= + + + Κ − + +  (40) 
( )so soa so soik ikmn mn ikmn mn ikmn mn ik ik ik ikmn ikc c c c c c cγγ γκ γ θγ ϑγ κγ ε γσ ρ γ κ θ ϑ κ εΚ= + + Κ − + + +  (41) 
( )so so so so so so so so soso so soik ikmn mn ikmn mn ik ik ik ikmn ik ikmn ikc c c c c c cκ κ κ θκ ϑκ κ κ ε κ γκµ ρ κ θ ϑ κ ε γΚ= + Κ − + + + +  (42) 
( )so soa so soik ikmn mn ik ik ik ikmn ik ikmn ik ikmn mnc c c c c c cθ ϑ κ ε γ κµ ρ θ ϑ κ ε γ κΚΚ Κ Κ Κ Κ Κ Κ= Κ − + + + + +  (43) 
 




ik ik ik ik ik ik ik iks c c c c c c c
θθ θϑ θκ θε θγ θκ θθ ϑ κ ε γ κ Κ= + + + + + + Κ  (44) 
Изотропные среды 
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Соотношение ( ) ( )
, ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , ,
/ /so so so soc T ds dT T sε µ ϑ κ ε γ κ ϑ κ ε γ κθΚ Κ= = ∂ ∂  представляет со-
бой теплоемкость при неизменных деформациях. Это позволяет выразить ко-
эффициент cθθ  через 
,





ik ik ik ik ik ik ik ik
c
s c c c c c c
T
ε µ θϑ θκ θε θγ θκ θθ ϑ κ ε γ κ Κ= + + + + + + Κ  (45) 
 
Изотропные среды 
 В случае изотропных сред термодинамические соотношения значительно 
упрощаются. В этом случае физические свойства материала не зависят от вы-
бранного пространственного направления, поэтому свободная энергия 
( , , , , , , )so soik ik ik ikf θ ϑ κ ε γ κ Κ  может зависеть только от инвариантов независимых 
переменных тензорного типа. Если в разложениях функции f  по своим аргу-
ментам ограничиться членами степени, не выше второго порядка, то среди ин-












so so so so
ik ik ik ik ik ik
so so





ε ε γ γ κ κ
ε κ γΚ Κ
= = =
= Κ Κ = = Κ
 
т.к. первые инварианты для этих тензоров равны нулю. Выражение для свобод-
ной энергии принимает вид (предыдущие авторы не учитывают «перекрест-
ные» эффекты)) 
 
( )2 2 2 2 2 2
2 2
1 2 1 1
0
2
12 12 2 2 1
12 2 1 12 2










so so so so
ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik
f I I I I I I
c
T
ε γ κ ε κ γθ ϑ κ
θ α θϑ α θ κ λ µ ϑ
λ µ ϑκ λ µ κ µ ε ε




= − − − + + + 
 
   
+ + + + + +   
   
+ + + + Κ + Κ Κ
 (46) 
 
а определяющие уравнения (38)- (44) приобретают форму 
 1 1 12 12 1
2 23
3 3
σ ρ λ µ ϑ λ µ κ α θ    = + + + −    
    
 
 12 12 2 2 2
2 23
3 3
µ ρ λ µ ϑ λ µ κ α θ    = + + + −    
    
 
 ( ) ( )1 12 1 122 2 , 2 2so so so a aik ik ik ik ik ikσ ρ µ ε µ κ σ ρ χ γ χ κ= + = +  (47) 








ε θ α ϑ α κ= + +  
 Здесь введены новые обозначения феноменологических коэффициентов 
1 2 1 12 2 1 12 2 1 12 2, , , , , , , , , ,α α λ λ λ µ µ µ χ χ χ . Используя представление тензоров второго 
ранга (14), и вводя обозначения ˆ ˆ ˆ ˆ,s sε ε κ κ= =  запишем выражение для тензоров 




1 12 1 1 12 1 12
12 2 2 12 2 12 2
2 2 2 2
2 2 2 2
ik ik ik ik ik ik
ik ik ik ik ik ik
σ ρ λ ϑ λ κ α θ δ µ ε µ κ χ γ χ
µ ρ λ ϑ λ κ α θ δ µ ε µ κ χ γ χ
 = + − + + + + Κ 
 = + − + + + + Κ 
 (48) 
 Выпишем основные соотношения в инвариантной форме, пригодной для 




( ) ( )
( ) ( )
1 12 1 1 12 1 12
12 2 2 12 2 12 2
ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ 2 2 2 2
ˆ














u u u u
g
σ ρ λ ϑ λ κ α θ µ ε µ κ χ γ χ
µ ρ λ ϑ λ κ α θ µ ε µ κ χ γ χ
ε γ ε ϕ
κ ϕ ϕ ϕ ϕ
 = + − + + + + Κ 
 = + − + + + + Κ 
   = ∇ + ∇ = ∇ − ∇ − ⋅
   
   = ∇ + ∇ Κ = ∇ − ∇
   
−
   
   
 (49) 
 Запишем неравенство (31), учитывая равенство (25) и полагая все вели-
чины зависящими от перменных 0 , , , , , ,
so so a
ik ik ik ikT T θ ϑ κ ε µ γ µ= +  
 ( ) ( )
2












σ µδ δϑ δϑδκ
ϑ ρ ϑ ρ
σ µδϑδε δϑδκ
ϑ ρ ϑ ρ
=
   ∂ ∂
= + + +   ∂ ∂   
   ∂ ∂

















ϑ ρ ϑ ρ
σµδκ δκδε
κ ρ κ ρ
µ σδκδκ δκδγ
κ ρ κ ρ
   ∂ ∂
+ + Κ +   ∂ ∂   
  ∂ ∂
+ + +  ∂ ∂   
   ∂ ∂

















so so soik ik




ik ik ikso so
ik ik
µ σδκδ δε
κ ρ ε ρ
µ σδε δκ δε δγ
ε ρ ε ρ
µ µδε δ δκ
ε ρ κ ρ
   ∂ ∂
+ Κ + +   ∂ ∂   
   ∂ ∂
+ + +   ∂ ∂   
   ∂ ∂
+ Κ + +   ∂ ∂   
 
 









ik ik ik ik
ik ik ik
σ µδκ δγ δκ δ
κ ρ κ ρ
σ µ µδγ δγ δ δ
γ ρ γ ρ ρ
   ∂ ∂
+ + Κ +   ∂ ∂   
     ∂ ∂ ∂
+ + Κ + Κ >     ∂ ∂ ∂Κ     
 
 Если воспользоваться лпределяющими уравнениями (47), неравенство 
(50) можно представить в более простой форме 
 
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
2,2
2 2








2 4 2 0
so so so so
ik ik ik ik





λ µ δϑ λ µ δϑδκ λ µ δκ
µ δε µ δε δκ µ δκ
χ δγ χ δγ δ χ δ
= +
     
+ + + + + + +     
     
+ + + +
+ + Κ + Κ >
 (51) 
Отсюда вытекают следующие неравенства 
 
2
1 2 1 2 12 1 2
2
1 1 2 2 12 12
2
1 2 1 2 12
0, 0, 0, 0, 0
2 2 2 0
3 3 3
0, 0, 0
µ µ µ µ µ λ λ
λ µ λ µ λ µ
χ χ χ χ χ
> > − > > >
    
+ + − + >    
    




 Уравнения равновесия в инвариантной форме имеют вид (10) и содержат 
дивергентные слагаемые в правых частях. Подставляя соотношения (48) в (10) 
и считая феноменологические коэффициенты постоянными и пренебрегая сла-
гаемыми, содержащими ρ∇ , после простых преобразований получим уравне-
ния 
 
( ) ( )
( ) ( )
1 1 1 12 12 12 1




λ µ χ λ µ χ ϕ α θ
µ χ µ χ ϕ χ ϕ
ρ
+ − ∇ + + − ∇ − ∇ +
+ + ∆ + + ∆ + + =

   (53) 
Примеры частных решений уравнений статики 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
12 12 12 2 2 2 2
12 12 2 2 12 1
13 2 2 0
div u div
u rot rot u Y
λ µ χ λ µ χ ϕ α θ
µ χ µ χ ϕ χ ϕ χ ϕ
ρ
+ − ∇ + + − ∇ − ∇ +
+ + ∆ + + ∆ + + − + =

     (54) 
 Воспользуемся известной формулой векторного анализа 
u div u rot rot u∆ = ∇ −   , и представим альтернативную форму уравнений равно-
весия (53), (54) 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
1 1 12 12 1
1 1 12 12 1
12 12 2 2 2








rot rot u rot rot rot X
div u div
rot rot u rot rot rot
rot u Y
λ µ λ µ ϕ α θ
µ χ µ χ ϕ χ ϕ
ρ
λ µ λ µ ϕ α θ
µ χ µ χ ϕ χ ϕ
χ ϕ
ρ
+ ∇ + + ∇ − ∇ −
− + − + + + =
+ ∇ + + ∇ − ∇ +
− + − + + +







Следствие. Из уравнеий (55) следует, что в отсутствие внешних сил 0X = и 
распределенных моментов сил 0Y =

 в однородном тепловом поле ( 0)θ =  дила-
тация ϑ  и «дилатация» κ  удовлетворяют уравнениям 
 
( ) ( )
( ) ( )
1 1 12 12
12 12 2 2 1
2 2 0
2 2 4 0
λ µ ϑ λ µ κ
λ µ ϑ λ µ κ χ κ
+ ∆ + + ∆ =
+ ∆ + + ∆ + =
 
откуда следует, что имеет место уравнение Гельмгольца 
 ( )( ) ( )
12 12
1 2









Граничные условия. На границе Σ  деформируемого тела могут быть заданы 
граничные условия первого рода 
 ,
o ou u ϕ ϕΣ Σ= =
  
 (56) 
 второго рода 
 
ˆ ˆ,
o on p n mσ µΣ Σ⋅ = ⋅ =
   
 (57) 
либо смешанные граничные условия. Здесь , , ,o o o ou p mϕ    заданные функции – 
перемещения, углы поворотов частиц, напряжения и распределенные по по-
верхности моменты пар сил, соответственно. 
Примеры частных решений уравнений статики 
 Пусть массовые силы и распределенные по объему пары сил отсутству-
ют, а температура среды постоянная. Введем две скалярные функции ( )U r , 
( )V r  - потенциалы перемещений и углов поворотов таким образом, чтобы 
,u U Vϕ= ∇ = ∇ . Подставляя данные выражения в уравнения статики (55), 
получим систему двух уравнений относительно потенциалов ,U V  
Примеры частных решений уравнений статики 
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( ) ( )
( ) ( )
1 1 12 12
12 12 2 2 1
2 2 0
2 2 4 0
U V
U V V
λ µ λ µ
λ µ λ µ χ
∇ + ∆ + + ∆ =  
∇ + ∆ + + ∆ − =  
 
Приравняем выражения, стоящие под знаком градиента, нулю. Тогда можно за-
писать 
 U Vη∆ = − ∆  (58) 
и получить уравнение относительно функции V  
 
2 0V Vω∆ + =  (59) 
Здесь постоянные ,κ ω  определяются соотношениями 
 ( )










λ µη λ µ
χ λ µ
ω






+ + − +
 (60) 
Рассмотрим центрально симметричные решения уравнений (58), (59) 
( ) , ( )U U r V V r= = , используя сферическую систему координат ( , , )r θ α  с ба-
зисом ( , , )
r
e e eθ α
  






2 0d V dV V
dr r dr
ω+ − =  (61) 
общее решение, стремящееся к нулю при r → ∞ , содержит произвольную по-





=   







d U dU B
dr r dr r eω
ω η+ = −  






= − −  
 
Рассмотрим случай, когда, что соответствует отсутствию перемещений на 
сфере радиуса r a=  и наличию углов поворотов на ней. В этом случае ненуле-
вые компоненты тензоров напряжений σˆ  и моментных напряжений µˆ  согласно 
формулам (49) имеют следующий вид 







2 2 2 2 2 2









2 (2 2 ) 2 (2 2 )
2 1










r r r r
e































  + + + +
− + − −   
  
+
= = − −

  + +
− − − +   
  
+








2 2 2 2 2 2









2 (2 2 ) 2 (2 2 )
2 1










r r r r
e














λ ω µ ω ω λ ω µ ω ω
κ
η µ ωµ µ











  + + + +
− + − −   
  
+
= = − −

  + +
− − − +   
  
+





Из соотношений (62), (63) следует, что при r a=  осевые моменты пар сил отно-
сительно оси Or  приводят к появлению нормальных напряжений и, наоборот 
 
( ) ( )
( ) ( )
2 2
11 12 12 2 2 2 3
2 2











η ω ω ωµ λ µ λ µ µ
ω η ω ω




= − + + + + 
 
 +




Равновесие бесконечного пустотелого цилиндрического 
постоянного магнита в поле линейного тока 
 Рассмотрим в качестве упругого тела постоянный магнит, имеющий вид 
бесконечного пустотелого цилиндра с внутренней цилиндрической поверхно-
стью радиуса a  и внешней – радиуса b  (рис.2). Вдоль оси цилиндра протекает 
линейный ток силы J , который создает магнитное поле с вектором напряжен-
ности H

, равной [8] 








где c  - скорость света в пустоте, r  - радиус цилиндрической системы коорди-
нат с ортами , ,
r ze e eθ
  
, ось Oz  которой сов-
падает с осью цилиндра. Обозначим через 
M

 намагниченность постоянного магнита 
( )M const= . Тогда объемная сила и момент 
пары сил единицы объема, действующие на 
постоянный магнит, равны 
( ) ,X M H Y M H= ∇ ⋅ = ×       (65) 
 Пусть в отсутствии тока вектор на-
магниченности направлен вдоль оси Oz  
zM M e=
 
 . При протекании тока J  по оси 
цилиндра вектор M

, не меняя модуля, по-
ворачивается на малый угол 
r r z ze e eθ θϕ ϕ ϕ ϕ= + +
   
 и принимает следующие зна-
чения с точностью до малых второго порядка по ϕ  
 ( ) ( )z z r r zM M e e M e e eθ θϕ ϕ ϕ= + × = − +       (66) 
 В рассматриваемом случае характеристики магнитного поля зависят от 
деформированного состояния среды, Следовательно, требуется решать совме-
стную задачу определения магнитного поля  и поля перемещений с поворотами. 
Уравнения статики должны быть дополнены уравнениями магнитостатики, ко-
торые имеют следующий вид[8] 
 






внутри цилиндров ( )r a< , 
 0, 0, 4div B rot H B H Mpi= = = +
    
 (68) 
между цилиндрами ( )a r b< <  и 
 0, 0div H rot H= =
 
 (69) 
вне цилиндров ( )b r< < ∞ .  
 В соотношениях (68) намагниченность M  определяется віражением (66). 
На границе упругого тела ( , )r a b=  должны выполняться известные условия 
непрерывности 
 0, 0nB Hτ= =

 (70) 
где угловые скобки означают скачок характеристики при переходе через грани-
цу, nB  - нормальная составляющая вектора магнитной индукции, Hτ

 - каса-
тельная составляющая вектора напряженности магнитного поля на соответст-
вующей границе. Представим магнитное поле в виде суммы двух полей 0H

, со-
ответствующего магнитному полю линейного тока в пустоте, определяемого 
соотношением (64), и индуцированного магнитного поля 
r r z zh h e h e h eθ θ= + +
   
: 
Равновесие бесконечного пустотелого цилиндрического постоянного магнита в поле линейного тока 
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0H H h= +
 
. Тогда ( )0 4 z r rB H h M e e eθ θpi ϕ ϕ= + + + −
    
, а уравнения (67)-(69) 




0, 0, (0 , )
14 0, 0, ( , )r
div h rot h r a b r
div h M rot h a r b b r
r r r
θ θϕ ϕ ϕpi
θ
= = < < < < ∞
∂ ∂ 






 является потенциальным вектором: ,h div hψ ψ= ∇ = ∆
 
. Тогда 
граничные условия (70) принимают вид 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
, , , , 4 , , 0
, , , , 0, , , , , 0
, , , , 4 , , 0
, , , , 0, , , , , 0
a z a z M a z
r r
a z a z a z a z
z z
b z b z M b z
r r




ψ ψθ θ pi ϕ θ
ψ ψ ψ ψθ θ θ θ
θ θ
ψ ψθ θ pi ϕ θ
ψ ψ ψ ψθ θ θ θ
θ θ
+ − +
+ − + −
+ − +




∂ ∂ ∂ ∂
− = − =




∂ ∂ ∂ ∂
− = − =
∂ ∂ ∂ ∂
 (72) 





→  (73) 
 Уравнения статики, имеющие вид (55), дополним граничными условиями  
 
, ,
ˆ ˆ| 0, | 0, | 0
r b r a b r a bu n nσ µ= = == ⋅ = ⋅ =
  
 (74) 
соответствующими отсутствию напряжений и моментов пар сил на внутренней 
поверхности цилиндра, отсутствию перемещений и моментов пар сил на внеш-
ней поверхности цилиндра. 
 Предположим, что 0z zu uθ θϕ ϕ= = = =  и  будем разыскивать решение за-
дачи в виде ( ) , ( ) , ( )
r r
u u r e r e rϕ ϕ ψ ψ= = =   .Тогда согласно формулам (65) по-






A d A d JMX r e Y e M e A
r dr r dr cθ
ϕ ψϕ   = − = − + =   
   
   
 (75) 
 
 Дважды ковариантные тензоры ˆˆ ˆ ˆ, , , Kε γ κ  при данных предположениях 
имеют следующий вид 
Равновесие бесконечного пустотелого цилиндрического постоянного магнита в поле линейного тока 
 21
 
0 0 0 0 0
ˆ ˆ0 0 , 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
ˆ
ˆ 0 0 , 0 0 0


















   
   
= = −   
     
 
 
   
   
= =   
     
 
 (76) 
Уравнения равновесия в этом случае сводятся к трем обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям второго порядка относительно неизвестных 





1 1 2 2
2





d u du u
dr r dr r
d d dA
dr r dr r r r dr
ϕ
λ µ
ϕ ϕ ϕ ϕλ µ
 
+ + − + 
 
   











12 12 2 2
2




d u du u
dr r dr r
d d A
dr r dr r r
λ µ
ϕ ϕλ χϕµ ϕ
 
+ + − + 
 
 
+ + + − − = 
 
 (79) 
Откуда видно, что можно положить 0ψ ≡ , т.е. индуцируемое магнитное поле в 
данном случсае отсутствует, уравнения (71), (72) тождественно удовлетворяют-
ся. 
 Граничные условия (74) участвуют компоненты 11 11,σ µ , которые имеют 
вид 
 
( ) ( )
( ) ( )
11 1 1 1 12 12 12









dr r dr r
du u d
dr r dr r
u
ϕ ϕ
σ λ µ λ λ µ λ





≡ + + + + + =  
 




 Введем безразмерные переменные согласно следующим формулам 
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( )
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1 212 12 1 1
1 2 12
1 1 1 1 2 2
11 12
1 2 1 2 12
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   
+ − + + + − + − =   
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 








+ + + = =









 В случае 12 1 0λ χ= =  имеем 1 1 2 2 1 0A B B C D= = = = = . Соответствующее 




1 4 2 2 3
4
3 3
ln( ) 2ln( ) 1( )
2 8
2ln( ) 1( )
4
r c r r
u r c c A A B r
r r
c r









где постоянные 1 2 3 4, , ,c c c c  определяются из граничных условий. Граики зависи-
мостей ( ), ( )u u r rϕ ϕ= =  для значений параметров, равных 
1 1 10 2 2 107, 6λ µ λ µ= = = =  приведены на рис.2. 
Вычисления проводились для числовых параметров: 0.1, 0.3a b= =  и 
феноменологических коэфффициентов, отраженных  в таблице 1. 
 





1λ  1µ  2λ  2µ  12λ  12µ  1χ  1χ  
1 105 105 0 10-2 10-2 1 103 104 
2 105 105 104 10-2 10-2 10 103 104 
3 105 105 104 102 102 100 103 104 
 
 Результаты вычислений представлены на рис.3-5 в виде графиков функ-
ций ( ) ( ), ( ) ( )
r r
u r u r r rϕ ϕ= = . 
 









Рис.3        Рис.4 
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